Chapitre 3

Trigonométrie

3.1 Définition et propriétés des fonctions circulaires

On va, dans cette section, rappeler les propriétés des trois fonctions trigonométriques :
cosinus, sinus et tangente.

Définition 3.1.1
A tout réel a, on associe le point M(«) d’abscisse curviligne w.
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On appelle alors cosinus de a
, etsinus de «

On définit aussi la tangente de « comme le rapport
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Voici les courbes de ces fonctions :
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Il faut connaitre quelques valeurs remarquables des fonctions trigonométriques :
T T T T
x 0 3 I 3 2
sin(x)
cos(x)
tan(x)
Proposition 3.1.2
La fonction cosinus est définie sur R, , etelle est
dérivable de dérivée
La fonction sinus est définie sur R, ,etelle

est dérivable de dérivée
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La fonction tan est définie sur R\ {5 + krt | k € Z},

, et elle est dérivable ot elle est définie de dérivée

Il faut connaitre les formules de trigonométrie suivantes :

Proposition 3.1.3
Pour toutx,y € R :

e cos?(x) +sin?(x) = o cos(m+ux)= e sin(

T
= o sin(r—x) = o cos(%
2

NN

—Xx) = o cos(

)
) = e cos(
)_

Pour des x,y qui conviennent*, on a de plus

o tan(x+y) = o tan(x—y) =

o tan(F +x) = o tan(%¥ —x) =

On peut aussi transformer des sommes en produits, et vice-versa :

Proposition 3.1.4
Soient p,q € R. Alors

e cosacosb =
e sinasinb =
e sinacosb =

e cosasinb =
et

® Cosp+cosq = ® COsSp—cosq =

e sinp-+sing = e sinp—sing =

*. Exercice : expliciter
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3.2 Fonction circulaires inverses

Proposition — Définition 3.2.1
Soita € [—1,1]. Alors I’équation cos(x) = a admet une unique solution dans l'intervalle
. On note alors cette solution

Proposition — Définition 3.2.2
Soit a € [—1,1]. Alors I'équation sin(x) = a admet une unique solution dans l'intervalle
. On note alors cette solution
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Proposition — Définition 3.2.3
Soit a € R. Alors I’équation tan(x) = a admet une unique solution dans l'intervalle
. On note alors cette solution
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NoTtaA
Attention, les fonctions arccos, arcsin et
cos, sin et tan. On a bien

cos(arccos(x)) =

, sin(arcsin(x))

arctan ne sont pas les réciproques des fonctions

et tan(arctan(x)) ,

mais pas l'inverse; par exemple, arcsin(sin(277)) =

3.3 Résolution d’équations trigonométriques

Commengons par les cas simples :

Proposition 3.3.1

Soita € R. Alors I’équation cos(x) = a admet pour solution :

Proposition 3.3.2

Soita € R. Alors I’équation sin(x) = a admet pour solution :
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Proposition 3.3.3
Soita € R. Alors I’équation tan(x) = a admet pour solution

On va maintenant énoncer un résultat qui nous permettra de résoudre des équations plus
compliquées :

Proposition 3.3.4
Soienta,b € R*. Alors

Vx € R, acos(x) + bsin(x) =

Démonstration. Commencgons par le cas plus simple ot 2 = 1. On pose alors ¢ =
;onaalorsb =

On a donc

Vx € R, cos(x) +bsin(x) =

On a donc le résultat voulu.

Pour le cas ot 2 # 1, il suffit de commencer par factoriser par a :
Vx € R, acos(x) + bsin(x) =
puis de continuer comme dans le cas précédent en posant

Q= etr =

NoOTA
En pratique, on peut souvent trouver directement la valeur de ¢ : on factorise par
, et on reconnait des valeurs connues.
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EXEMPLE

Mettons 3 cos(x) + v/3 sin(x) sous la forme voulue. On a alors

3cos(x) + v3sin(x) =

On peut maintenant résoudre des équations du type
acos(x) + bsin(x) = c.
METHODE :

e On commence par mettre le terme de droite sous la forme

e On utilise le résultat pour les équations de cosinus pour résoudre

EXEMPLE

Résolvons I'équation
3cos(x) + V3sin(x) = V6.

C’est équivalent a I'équation

ou encore

On a donc x — % € , i.e. ’ensemble des solu-
tions est

Dans tous les autres cas d’équations, il faut utiliser les formules de trigonométrie pour se
ramener a un cas connu.
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EXEMPLE

Résolvons I'équation
sin(x) + sin(2x) + sin(3x) = 0.

On développe

sin(2x) =

sin(3x) =

L’équation est donc équivalente a

ou encore

0, ie , ou cos(x) = -1 ie
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3.4 Exercices

Exercice 1. Donner les ensembles de définition et simplifier :

(i) cos(2arccos(x))
(ii) cos(2arcsin(x))

(iii) sin(2arccos(x))
Exercice 2. Tracer le graphe de la fonction

x +— arccos(cos x) + arcsin(sin x).

Exercice 3. On définit la suite de Fibonacci (f,,) par
fo=0, fi=1 far2= fusr1+ fu.
(i) Montrer que pour tout n
fasr = fafar = (1"
(ii) En déduire que pour toutn > 1

arctan(1/ fp,) = arctan(1/ fo,41)
+ arctan(1/ fon42).

Exercice 4. Résoudre dans IR, puis dans [0, 277] les équations suivantes

(i) sin(x) —cos(x) = \/Tg
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(iv) cos(2x) + \/§cos( x) =2
Exercice 5. Soit n € IN. On veut résoudre I'équation
cos(x) +sin"(x) =1 (En)

(i) Résoudre les équations (Ey) et (E).
(i) Résoudre l’équation (Ej).
(iii) Résoudre 1’équation (E,) pour n > 2.
Exercice 6. Soit x # 0 (mod 277). Montrer

. (n+1)x . NX
Sin 5 Sin a5

sin(x) 4 sin(2x) + - - - 4+ sin(nx) = s ®
2

en procédant par récurrence sur n € IN.
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Exercice 7. Résoudre I'équation
tanxtan2x =1

Exercice 8. Simplifier
Cosp — Cos g
sinp + sing
En déduire la valeur de

tan E
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