ECS2 : Corrigé Mathématiques II 2015

Partie I. Probabilité de surpassement et espérance.

Commengons par noter que pour tout x € R, Sx(x) =1 — Fx(x) ou Fx est la fonction de répartition de X.

1. (a) Onadonc pour tout réel x

1 six <0

Sx() =1-Fe() = { Lae S

L’intégrale cherchée est donc convergente, et vaut %, qui est bien 'espérance de X.
(b) Voici l'allure de la courbe de F.

1 2
L’aire grisée représente l'intégrale de Sx, c’est-a-dire I'espérance de X.

2. (a) La fonction h est continue sur R™, et au voisinage de oo, h(x) ~ x~2. Par comparaison avec une
inégrale de Riemann, l'intégrale [~ (x)dx converge.

(b) On vérifie que ¢ = 1 etd = —1 conviennent. On en déduit que la fonction H : x € Rt —
In(x + 1) — In(x + 2) est une primitive de h sur R*.

(c) La fonction fj est continue sur R, sauf en 0. La fonction fy est positive, et son intégrale sur R
converge (question 12a). De plus

[ee] 1 [ee]
/0 fo(x)dx = m/o h(x)dx
1

1 lrlx+1 «
CIn(2) | x+2],
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3. (a) Lafonction x — xfy(x) est équivalente a ﬁ au voisinage de oo, et donc son intégrale diverge. La
variable X n’admet donc pas d’espérance.

(b) On a donc pour tout x > 0

oo 1 x+1]°% 1 x+1
Sx(x) /x folx)dx =15 {“x+2L 2 " x+2



etSx(x) =1six <O0.

On a pour tout x € R,
x+1_17 1
x+2 7 x+42

et donc au voisinage de oo,

lnx+1—ln 1—L — 1 —1
x+2 x+2 x+2 X

Finalement, au voisinage de oo,

1
xIn2’

Sx(x) ~
(c) Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, I'intégrale de Sx sur R diverge.
4. (a) La fonction Fx est croissante, et donc Sx est décroissante sur IR. De plus, comme lim,, Fx = 1, on
alime Sx = 0.

(b) La fonction Fx est continue a droite, et donc Sx aussi. Elle est donc continue en 0 si et seulement si
elle est continue a gauche en 0, i.e. si

lim P(X > x) = P(X > 0).

x—0~

Or X est a valeurs positives, et donc P(X > x) = 1si x < 0. Sx est donc continue en 0 si et
seulement si P(X > 0) = 1, et comme on sait déja que P(X > 0) = 1, Sx est continue en 0 si et
seulement si P(X = 0) = 0.

5. (a) Onaalors pour tout x > 0,
sx(x) = [ (bt
X

Comme f est continue sur ]0, o], par le théoréme fondamental de l'intégration, Sx est de classe C'
sur ]0, oo[ (et donc nécessairement continue sur cet intervalle).

(b) La fonction x — xf(x) est continue sur |0, 1], et au voisinage de 0, xf(x) = o(f(x)).

Comme fol f(t)dt converge (c’est une fonction de densité), par comparaison d’intégrale de fonc-
tions positives, 'intégrale de x f(x) converge au voisinage de 0.

Finalement,
1
/ xf (x)dx converge.
0
(c) On va faire une intégration par parties : soit donc 0 < B < A. On a alors
A N A
/B xf(x)dx = [xFx(x)]z — /B Fx(x)dx
A
= Apx(A) — Bpx(B) - FX(x)dx
B

On note que Fx(x) =1 — Sx(x) pour en déduire :

A A A
/B xf(x)dx = A — ASx(A) — BFx(B) — (A—B)+/B Sx(x)dx = — ASx(A) —BFX(B)+B+/B Sx(x)dx.

Quand B — 0, on retrouve bien le résultat.

(d) Supposons l'intégrale convergente. Alors

/OA xf(x)dx = /OA Sx(x)dx — ASx(A) < /OA Sx(x)dx

et donc I'intégrale fooo xf(x)dx converge, et donc X admet une espérance.



(e) Supposons que X admet une espérance. Alors l'intégrale f;o xf(x)dx converge. En notant que
—Sx est une primitive de f, on a par croissance de l'intégrale

/ xf(x)dx > / Af(x)dx = ASy(A).
A A
(f) On a déja vu le sens réciproque dans la question I5d. Supposons donc que X admet une espérance.

Alors par la question I5e, par encadrement des limites, ASx(A) — 0 quand A — oo. Dong, en
passant a la limite dans 1’égalité de I5c, donc obtient bien la convergence de f0°° Sx(x)dx, et alors

/Ooo Sx(x)dx = /Ooo xf(x)dx = E(X).

(a) On a pour tout k,

Sx(k)=P(X>k)= ) P(X=i)
i=k+1
Donc
n n o
Y. Sx(k)=), ), P(X=i)
k=0 k=0 i=k+1
oo min(n,i—1)
=) P(X = i) en permutant les sommes
i=1 k=0
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P(X =i)+ (n+1)P(X>n+1)

En rajoutant le terme OP(X = 0) qui est nul, on retrouve le résultat.

(b) De méme qu’en I5d, on écrit

Y KP(X =K) < Y Sx(k) < 3 Sx(h),
k=0 k=0 k=0

et donc comme la suite de gauche est croissante et majorée, elle converge. X admet donc une
espérance.

(c) On vient de voir le sens réciproque. Supposons donc que X admet une espérance, i.e. que la série
Y. kP(X = k) converge.
Soit p € IN. Alors

i kP(X =k) > i pP(X =k)
k=p

=p) P(X=k)

k=p
=pP(X=p+1)

En particulier, pP(X > p+1) — 0 quand p — co.



En reprenant le résultat que 16a, on retrouve bien en passant a la limite n — oo

n n
Y Sx(k)=nP(X>n+1)+P(X=n+1)+ ) kP(X=k)
k=0 —0 —0 k=0
N———
—E(X)

Donc la série ) Sx (k) converge, et 'espérance de X est bien la somme de cette série.
(d) i Onvaséparer le segment [0, N[en [0,1[U[1,2[U---U[N — 1, N|. Par la relation de Chasles, on

a donc
N N-1 ka1 N-1
/ Sx(x)dx = ¥ / Sx(x)dx = Y Sx(k).
70 k=0 'k k=0

ii. Si X admet une espérance, alors la série ) Sx(k) converge, et par la question précédente,
[e9) . . z L2
fo Sx(x)dx aussi. De plus, on a bien égalité entre les deux par I6c.

Partie II. Fonctions de distorsion et espérances corrigées : un exemple.

7. (a) La fonction ® est continue sur R avec limites respectives 0 et 1 en —oo et oo, car c’est la fonction de
répartition d"une variable aléatoire continue.
De plus, sa dérivée étant strictement positive, elle est strictement croissante sur R. Par le théoreme
de la bijection, elle est donc une bijection de R sur ]0,1].

(b) La fonction w, est clairement continue et dérivable sur |0, 1] comme composée et somme de fonc-

tions dérivables. Il reste a étudier la continuité en 0 et 1.
Quand x — 0, on a ¥(x) — —oo, et donc ¥(x) — ¥(a) — —oo, et donc par continuité de P,
wq(x) — 0. Donc w, est continue en 0.
De la méme facon, w, est continue en 1.
Finalement, w, est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1].

(c) Soit x €]0,1[. Par dérivation de fonctions composées, on a donc
Wy (x) =¥ (x)@' (¥ (x) - ¥(a)).

Or la dérivée d’une fonction inverse nous donne

, 1
0= ey
Finalement :
() = gy ® (F0) — ¥(@)
R
LGP on
— exp (—;(‘F(x)z W ()2 — 2% () ¥ (a)) + ;‘I’(x)2>

— exp (‘I’(zx)‘*}’(x) - ;‘I’(zx)2>
(d) L'équation de la tangente est donnée par
v = wy(a)(x — a) + wy(a).

Or wj(a) = exp (%T(D&)Z), et wy(a) = ®(0) = 1. D’'ou1 I'équation de la tangente :

y = exp (2‘F(a)2) (x—a) + %



(e

(@)

(b)

(©

Les fonctions ® et ¥ étant croissante, w, est bien croissante sur [0, 1], et elle est continue par la
question II7b. Il est clair que w, (0) = 0 et wy (1) = 1.1l reste donc a montrer qu’elle est concave.

Par composition de fonction C!, w, est de classe C?, et pour tout x €]0,1],

1 1 1
" _ / 1 2) _ _ = 2
wy (x) =¥ (a)¥'(x) exp (‘I’(tx)‘l’(x) Z‘P(oc) ) T([x)(b’(‘l’(x)) exp (‘I’(zx)‘}’(x) Z‘P(tx) ) .
Comme « €]0,1/2[, ona ¥(x) < 0, et donc w), est une fonction négative. La fonction w, est donc
concave, et donc c’est une fonction de distorsion.

Par le théoreme de transfert, X admet une espérance si et seulement si l'intégrale

/.oo el ! e 21 qt

—o0 27T

converge, et sous réserve de convergence :

car l'intégrale restant est celle de la densité d'une loi normale de parametre y + 1 et 1.
Donc X admet une espérance, qui vaut eht s,

Soit x > 0. On a alors
Sx(x) =P(X>x)=P(Y >In(x)) =P(Y —pu>In(x) —u) =1—P(In(x) — p) = ®(p — In(x)).
Donc en composant par ¥,
F(Sx(x)) = p = In(x).
Finalement,
wi(Sx(x)) = P4 — In(x) —¥(a))
=1-®(—p+1In(x) +¥(a))
=1-PY —-u<—pu+In(x)+¥(a))
=1-PY <In(x)+¥(a))
= P(Y > In(x) + ¥(a))
=P(X < xe‘Y(”‘))
On a donc
wa(Sx(x)) = Sy, wio) (x) = Sx(xe¥ ),

Or X admet une espérance, et donc l'intégrale

/Ooo Sx(x)dx

converge (question I5f).
Or, par changement de variable affine, les intégrales

/oo Sx(xe¥@)dx et /oo Sx(u)e Y@ duy
0 0

sont de méme natures, et égales en cas de convergence. Or la deuxieme vaut e~ ¥(WE(X) =

1 ., . 1_
et 27 ¥(®) et donc I'espérance de X corrigée par w, existe et vaut el+2-¥(®),



9. (a) Lavariable p contient un vecteur ligne (0.02,0.03,0.04, ...,0.97,0.98).

La fonction cdfnor("X",0,1,p,1-p) permet de calculer la valeur de ¥(p). La variable g contient
donc les valeurs ¥(p) — ¥ (a) pour toutes les valeurs contenues dans p ; finalement

g = (¥(0.02) — ¥(x), ¥(0.03) — ¥(a),---,¥(0.98) — ¥(a)).

(b) La quatrieme ligne calcule les valeurs de wy, et donc on peut1’écrire wa = cdfnor ("PQ",q,zeros(p) ,ones(p)).

(c) La fonction ¥ est croissante, et donc ¥(0.2) < ¥(0.4), et par croissance de ®, on en déduit que
pour tout x €]0,1],
wo2(x) > wo4(x),

et donc la courbe pour & = 0.2 est la plus haute des deux courbes.

(d) Quand x — 0, on a wy(x) — co. On a donc une tangente a droite verticale en 0, d’équation x = 0.
De méme, on a une tangente horizontale a gauche en 1, d’équation y = 1.

(e) Quand & — 0, on a pour tout x €]0,1]
we(x) =1

car ¥(a) — —oco. Donc quand « tend vers 0, la courbe de w, se confond avec la droite d’équation
y=1

Partie III. Sous-additivité des espérances corrigées.

10. (a) La concavité de g nous donne directement le résultat.

(b) En passant a la limite quand n — co, par continuité de g, on obtient
8(x) = xg(1) + (1 - x)g(0) = x.

(c) Ennotant que b + ¢ — a > 0, il suffit de choisir

Par concavité de g, on a donc

8(b) =g(Aa+ (1= A)(b +¢)) > Ag(a)
glat+e) =g((1-A)a+A(b+e)) > (1-2)g(a) +Ag(b+e)

En ajoutant les deux inégalités, on obtient
8(b) +gla+e)>gla) +g(b+e),
et on en déduit le résultat souhaité.

11. (a) On sait que E¢(X) existe, et donc que I'intégrale

| ssxax

converge. Or on a vu que pour tout x, g(x) > x, et donc pour tout x > 0, g(Sx(x)) > Sx(x).
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, l'intégrale f0°° Sx(x)dx converge, et donc
E(X) existe et E(X) < E¢(X) par [1].

(b) Si X est certaine, alors elle est presque stirement égale a son espérance. Mais alors pour tout x,

sxt)re - { 3 2T

Comme g(1) = 1, on a donc Sx(x) = g(Sx(x)) pour tout x, et donc 'égalité des intégrales, puis
des espérances.



(c) Notons que pour tout x,

X—S X —S

) = Sx(

Six4s(x) =P(rX+s>x)=P(X >

On a dongc, sous réserve de convergence :

1e0 X—Ss

./Ooog(SrX+s(x))dx = ./0 8(Sx(

= / 9(Sx(u))rdu par changement de variable affine x = ru + s

—s/r

))dx

r

0 o
= r/,s/,g(SX(u))du—'—r/o §(Sx(u))du
=5+ rE¢(X)

car entre —s/r et 0, Sx(u) = 1, et donc la fonction a intégrer vaut 1.
Finalement, E¢(rX + s) existe et vaut s + rE¢(X).

(d) Soit x € R. Alors P(T > x) < P(W > X) car T < W presque stirement, et donc

8(S1(x)) < g(Sw(x))

par croissance de g. Par croissance de l'intégrale, on a, sous réserve de convergence, E¢(T) <
Eq,(W).
g

12. La fonction Sy n’est non nulle que sur un segment, et il en est donc de méme pour g o Sy, car ¢(0) = 0.
L’intégrale de cette derniére fonction est donc nécessairement convergente.

De plus, on sait que presque stirement, 0 < Y < B,etdonc 0 < X + Y < X + B. On a donc pour tout
x € R,
Sx+v(x) < Sxyp(x),

et I'intégrale de la fonction de droite converge par Ill11c, et donc E¢(X + Y) existe.

De plus, comme P(0 < Y < B) = 1, par Ill11d, on a E¢(Y) < E¢(B) = B, et comme P(0 < X +Y <
X+ B)=1,onaaussi Eg(X +Y) < E¢(X+ B) = E¢(X) + B.

13. (a) Sin = 0, alors U est une variable aléatoire certaine égale a 0, et donc E(U) = E(U) = 0. Par la
question 11112, on a donc

E¢(X+Y) < Eg(X) +0 = Eg(X) 4 Eg(U).
(b) i. Parla formule des probabilités totales, on a
Sx4z(x) =P (X+Z>x)p+(1—p)Pz-o(X+Z > x)
= (1= p)Pz—o(X > x) + pSx 4 z(x)
ii. On a, par la formule des probabilités totales,
Sx(x) = P(X > x)

= pP* (X >x)+ (1 —p)Pz=0o(X > x)
= pSx(x) + (1 = p)Pz=o(X > x)

et

Sz(x) =P(Z > x)
=pP*(Z > x)+ (1 —p)Pz=o(Z > x)
= pSy(x)carx >0



14.

()

(d)

(a)

(b)

ili. Appliquons le résultats de III10c avec a = pS%(x), b = pSk, ,(x) ete = (1 — p)Pz—o(X > x).
On abien X < X + Z, et donc par un raisonnement déja fait, a < b. Le cas d’égalité est trivial,
on traite donclecasa < b :

g(b+e) —glat+e) =g(Sxyz(x)) — g(Sx(x)) <g(b) —g(a) = g(pSx+z(x)) — g(pSx(x)).

I suffit de soustraire g(Sz(x)) = g(pS%(x)) pour obtenir I'inégalité demandée.
La fonction & est bien continue, croissante sur [0,1] et concave sur |0,1[ car ¢ l'est, et h(0) = 0 et
h(1) =1.
L'hypothese de récurrence appliquée a Z* = Z — 1 et a la probabilité P* (on a bien P*(Z* €
[0,7]) = 1) nous donne donc,
Ey(X+Z7) < Ej(X) + Ey(27),

ol E* est I'espérance pour la probabilité P*.
Mais par la question IIlllc, E; (X +Z — 1) = E;(X + Z) — 1 et de méme E;(XZ1) = E;(Z) — 1,
d’out
E)(X+Z) <Ej(X)+E,(2).
11 suffit de remplacer I'espérance corrigée par sa définition pour obtenir I'inégalité voulue.

En multipliant I'inégalité précédente par g(p) > 0, et en rassemblant les termes par linéarité de
I'intégrale, on obtient

/Ow(g<r’53}+y(x>) —8(pSx(x)) — g(pS7z(x)))dx < 0.

Mais par croissance de l'intégrale appliquée au résultat de III13biii, on obtient donc

| (g(Sxev() — g(5x() ~ g(52(x)ax <0,

et donc l'inégalité demandée.

Par théoreme de récurrence, on a bien montré que pour tout n € IN, pour toute probabilité P, pour
toute fonction de distorsion g et toute variable X admettant une espérance corrigée et pour toute
variable U a valeurs dans [0, n] presque stirement, on a bien

E¢(X +Z) < Eg(X) + Eg(Z).

Par croissance de la partie entiere, on a presque stirement 0 < |[nY(w)| < [nB] < n|B], puis
Y,n[0, | B]] presque stirement. La question 12 prouve donc I’existence des deux espérances corri-
gées.

De plus, nY), est a valeurs entieres et bornées, et par la question 11113, on a donc

Eq(nX 4+ nYy) < Eg(nX) 4 Eg(nYy),

puis en utilisant la question IlI11c et en divisant par 7, on a I'inégalité voulue.
Soit x > 0. On a par définition de la partie entiere,

nY(w)—1< |nY(w)] < nY(w),

puis en divisant par ,
Yu(w) < Y(w).
<

Donc Y, < Y presque stirement, donc [Y;, > ]
de g, puis croissance de l'intégrale,

[Y > x]. On a alors Sy, < Sy, et par croissance

Eo(Yn) < Eg(Y).



¢) Soit n € N*. Un simple changement de variable x — x + 1 permet de prouver la premiére égalité.
p g nP p p g
Toujours par définition de la partie entiere, on a

nY(w)—1< [nY(w)] < nY(w),

et donc ,
Y(w) — - < Yy(w).

On en déduit que Sx;y(x+1) = P(X+Y -1 > x) < P(X+Y, > x) = Sxiy,(x), puis on
conclut par croissance de g et de l'intégrale.

(d) Avec les questions IlI14a et I1114b, on a donc

[ s(Sxar () < B () + Eg(Y),

n

puis en passant a la limite n — co, on obtient alors

Eo(X +Y) < Eg(X) + Eg(Y).



