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Exercice 1

1. On connait les développements limités au voisinage de 0
x? x2
In(1—x)=—-x— ?+o(x2) ete’ = 1+x+? +o(x?).

On en déduit donc

In2—¢) = In2 -1 -~ 5 +0(x*)

2

=In(1 - (x+ 5 +0(x?))
=—(x+ %2 +0(x?)) — (x+% —;O(xz))z + 0(x?)
*—x—x;—x;—!—o(xz)

= —x — x> 4 o(x?)

2. (a) Soit k > 2. On a alors el/k < el/2 = Ve. Or on sait que ¢ < 4, et donc Ve < 2. Donc el/k < 2, puis
2 —el/k > .
De plus, % > 0, et donc e/* > 1. Donc 2 — el/k < 1.
On abien 2 — e/ €]0,1].
(b) Le logarithme prend des valeurs négatives entre 0 et 1, et donc
Vk =2, In(2 — /) < 0.
(c) D’apres le développement limité de la question 1, on a quand x tend vers 0
In(2 —¢*) = —x —x* +o(x?) = —x +o(x) ~ —x.

Donc, quand k — oo, In(2 — e/k) ~ — % Par comparaison de séries a termes de signe constant avec
une série de Riemmann, la série V, diverge :

lim V,, = —oo.
Par continuité de 'exponentielle, lim u,, = 0.
3. (a) Soitn > 2. Alors

Y- (In@ =€) ~In(1-1/K)) = Va - Z (1)
k=2 k

k=2
=V, — i In(k—1) — In(k)
k=2
= Vy +In(n)

= In(u,) +In(n)
= In(nuy,)



(b) Faisons un développement limité : on sait que In(1 — %) = —% - % + 0(-%). Donc

2 k2
1 1 1 1 1 1
= — 507 +0()
- 2k? k2
_1
2k?

N

(c) Par comparaison de séries a termes de signe constant avec une série de Riemmann, la série
Yieo (ln(Z —e/k) —In(1 — 1/k)) converge, vers une limite L € R.
Mais

k=2

Uy = %exp (i (ln(zfel/k) —In(1- Uk))) ,

et donc quand n — oo,
el
Uy ~ —.
n

On retrouve le résultat demandé en posant K = e* > 0.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série Zu,, diverge.
4. (a) Lasuite (V) est décroissante car tous les In(2 — e!/¥) sont négatifs (question 2b). Donc, par crois-
sance de I'exponentielle, (u,) est décroissante.
(b) Soitn > 1. Alors

_ 242 241
Sont2 — Son = (=1)7" ugpuqo + (1) upy g
= Upp4+2 — Udn+41
<0

La suite (Sz;,) est donc décroissante. De méme,

Son43 — Sopg1 = Ugpg2 — Uppg3 = 0,

et donc (Sz,11) est croissante.
De plus,
2141
Sont1 — Son = (—1)" Mgy = —uizupq —= 0

par la question 3c.
Les deux suites sont donc adjacentes.

(c) La suite (S,) est donc convergente, i.e. la série de terme générale (—1)"u, converge.

Exercice 2

1. On note que c’est maintenant une question de cours.

Calculons explicitement les coefficients diagonaux de *AB :

n

(*AB);; = Y (*A) By
=

n
=Y AyiByi
k=1



Donc I
Tr(*AB) = ) ) AyiBy.
i=1k=1

Vérifions que ¢ est un produit scalaire :

o ¢ est clairemant bilinéaire par linéarité de la transposée et de la trace.
e Pour tous A, B, on a bien
Tr(*AB) = Tr(*('BA)) = Tr('BA).
Donc ¢ est symétrique.
e Soit A € M,(R).Ona

(A A) =Tr(*AA)

n
= Z Aii
1k=1

1

=

WV

0

avec égalité si et seulement si Vk,i € [1,n], Ay; = 0, i.e. si et seulement si A = 0. Donc ¢ est définie
positive.

Finalement, ¢ est bien un produit scalaire.

2. (a) La matrice 'AA est symétrique réelle, et donc diagonalisable en base orthonormée : il existe une
matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que

tP(*AA)P = D.

(b) On a d’une part
EXPAAX =EXAX = ATXX = A X%

D’autre part,
EXEAAX = Y AX)AX = | AX]]%.

Finalement, comme X est non nul, on a

_ llAx|?
12

(c) Commengons par noter que la trace est invariante par changement de base : si C, D, Q € M, (R)
avec Q inversible et C = Q~1DQ, alors

Tr(C) = Tr(Q 'DQ) = Tr(Q QD) = Tr(D).

On a alors
N(A)? = ¢(A A) =Tr(*AA) = Tr(D),
N(B)? = Tr(*BB) = Tr(S),

et
Tr(SD) = Tr(*PB'BP'P'AAP) = Tr(B'B'AA) = Tr(*(AB)AB) = N(AB)>.

(d) On note que S est symétrique, et donc Tr(SD) = ¢(S, D). D’apres la question 1, on a donc
n n n
Tr(SD) =) ) siiDyi = ) siiAi,
i=1k=1 i=1

car les coefficients non diagonaux de D sont nuls.



(e) Calculons

|*'BPE;|* = "(*BPE;) 'BPE;

= 'E,'PB'BPE;
= 'E;SE;
On a d’autre part
51i
tEiSEi = tE,‘ = Sj;.
Sni
Donc pour tout i, s;; > 0.
(f) Ona
n n n n
YA\ s | = X LA
i=1 j=1 i=1j=1
n n
=) Aisit ), Aisj
i=1 j=1,j#i

Or on a vu que pour tous ,j, A; > 0 (question 2b) et s;; > 0 (question 2e). Donc

n
j=1j#i
Finalement,
n n n
Y] (L) = s
i=1 j=1 i=1

Avec les questions 2c et 2d, en notant que toutes les valeurs sont positives, on retrouve bien

N(AB) < N(A)N(B).

Probléme

Préliminaire
1. Soit A € R. Par la formule de Huygens, on a
VIAX+Y) = E(AX+Y)?) —E(AX +Y)?
= E(A®2X? + E(Y?) + E2AXY)) — A2E(X)? — E(Y)? — 2AE(XY)
= A2(E(X?) — E(X)?) + E(Y?) — E(Y)? + 2A(E(XY) — E(X)E(Y))
= A2V(X) + V(Y) +2ACov(X,Y)

2. (a) La variance étant toujours positive, le trindme du second degré (qui en est bien un car V(X) # 0)
en A A2V(X) + V(Y) + 21 Cov(X,Y) garde un signe constant. Son discriminant est donc négatif :

4Cov(X,Y)? —4V(X)V(Y) <0,
c’est-a-dire
Cov(X,Y)2 < V(X)V(Y).

(b) On a égalité si et seulement si le discriminant du trindme précédent est nul, i.e. si et seulement si le
trindme a une unique racine 2 € R. Onaalors V(aX +Y) = 0, et donc aX + Y est constant presque
stirement, i.e. il existe b € R tel que Y = —aX + b presque stirement.

Réciproquement, si Y = —aX + b presque stirement, alors 1'égalité est vérifiée.



Partie I : Etude d’une fonction de deux variables

1. La fonction (a,b) — bin est de classe C! sur ]0, A[x]0, co[ car c’est un quotient de fonction C! donc le
dénominateur ne s’annule pas.

De méme, la fonction (a,b) — —1(—na+S) est de classe C* sur ]0, A[x]0, o[, et comme exp : R — R

est de classe C!, (a,b) — exp(—}(—na+S)) esr de classe C! sur I'ouvert considéré.
Par produit de fonctions C!, L, est de classe C! sur 'ouvert |0, A[x]0, co].

Si L, admettait un extremum local sur I’ouvert considéré, alors ¢a serait un point critique. Soit (a,b) €
10, A[x]0, oo un point critique de L. Alors

1n _1
91Ly(a,b) = — —e 5(71+S) — ¢
1ha(a,b) = 7y
ce qui est impossible car I'exponentielle est toujours strictement positive, et ;i ne peut pas s’annuler
(n est non nul).

L, n’a donc pas de point critique, et donc pas d’extremum local sur |0, A[x]0, oo[.

2. Soith € R.
1

La fonction a +— —; (—na 4 S) est strictement croissante, et par stricte croissance de 1’exponentielle, la
fonction a — Ly (a,b) est strictement croissante sur [0, A].

Dong, sia < A, Ly(a,b) < L,(A,Db).

Sia > A, alors L,(a,b) =0etL,(A,b) > 0.Donc L,(a,b) < L,(A,b).

3. g estde classe C! sur R*,, et pour tout b € R,

1 b(nars) _ ZMAES 1 nass)

§/(b) = et = T HALS o fnaes),

pn+2 pn+2

S—nA

et strictement

¢'(b) est donc du signe de —nb — nA + S, c’est-a-dire strictement positif si b <
négatif si b > =14,

S—nA
n

S*T”A est bien dans RY car S > nA, et donc g admet un maximum absolu en , qui est unique.

4. On a vu en question 2 que si a # A, alors L,(a,b) < L,(A,b) < g(by) = Lu(A,bp), et donc (a,b) ne
peut pas étre un maximum absolu.
Sia= A, alorsL,(a,b) = g(b) < g(bo) = Ln(a, by).

Finalement, L, atteint un maximum global en (A, bp). Tout maximum global est atteint pour 'unique
valeur de a A, et pour I'unique valeur de b by, et donc ce point est unique.

Partie II : Ftude d’une loi

1. La fonction f, j, est continue, sauf éventuellement en un nombre fini de point, positive, et

/:Oojib(X)dx:: %ll; e_ﬁﬁﬁdx
1

=[],

=1
Donc f, j, est bien une densité de probabilité.

2. Notons F la fonction de répartition de X.
Soit x € R. Si x < a, alors F(x) = 0, car car X prend presque stirement des valeurs supérieures a a.
Six > a,alors

a

x t—a xX—
F(x):/ e s dt=1—e¢""7 .
a



3.

5.

Calculons la fonction de répartition Fy de Y.
Soit x € R. Alorssi x < 0, alors x + a < a et donc
Fy(x) =P(X—a<x)=F(x+a)=0.

Six > 0, alors N

Fy(x)=P(X—a<x)=F(x+a)=1—¢"b.
On reconnait la loi d’une variable aléatoire exponentielle de paramétre ;.
On a donc E(Y) = b, et donc par linéarité, E(X) = E(Y) +a =a+b.
De plus, V(Y) = b?, etdonc V(X) = V(Y +a) = V(Y) = b%.

On a déja vu que X admet des moments d’ordre 1 et 2. Soit p € IN*; on suppose que X admet un
moment d’ordre p — 1.

Alors sous réserve d’existence, par le théoréeme de transfert, on a
1 o0 X—a
E(XP) = f/ xPe” "7 dx
b Ja
Soit A > a. On a, par intégration par parties,

1 /A x—a x-a]A A xa
f/ xPe” 5 dx = [—x”eiT] +p/ xPre™ T dx
b a a a

_ A= A ] —x=a
=—APe™ "0 +a7"+p/ xP~e” 0 dx
N— a

—0
A—o0 - )pr(Xp—l)
—>00

Finalement, E(X?) existe, et
E(X?) = aP + bpE(XP71).

Par récurrence, cette relation reste vraie pour tout p, et X admet des moments de tout ordre.

(a) Calculons la fonction de répartition de W = —bIn(1 — U) + a : soit x € R.

Or

Finalement, on a bien

etdonc W= —bIn(1 —-U)+a — E(a,b).
(b) Pour simuler une loi £(a, b), il suffit donc de simuler une loi uniforme sur [0, 1] et de lui appliquer
la transformation précédente :

function z=tirage(a,b)
x=rand () ;
z=-b*log(1l-x)+a;

endfunction



0.1 Partie I : Estimation des parametres a et b

1. function [S,Y] = simule(a,b,n)
X=tirage(a,b);
S=X;
Y=X;
for i=1:n
X=tirage(a,b);
S=S+X;
Y=min(Y,X);
end
endfunction

2. Par linéarité de 'espérance, il est clair que E(S,) = nE(Xy) = n(a+b).
Par indépendance des X;, ona V(S,) = Yf_; V(Xg) = nb?.
3. Posons T, =Xy —a+Xp—a+ -+ X, —a.

D’apres la question 113, on sait que tous les X; — a suivent une loi exponentielle de parameétre %, et sont
indépendantes.

Donc les %(Xi — a) suivent une loi exponentielle de parametre 1, i.e. une loi gamma de parameétre 1.
Donc T = 7y(n).

Cherchons la fonction de réparition de T, : soit x € R™.

x/b
= L/ 1ot dt
I'(n) Jo

Ona S, = T, + na, et on peut donc trouver la fonction de répartition de S, : soit x € R. Si x < n4, alors
x—na < 0etdonc P(S, < x) =P(T, < x—na)=0.

Si x > na, alors

1 X*bVlﬂ
= "ttt
(n—1)! /0

Cette fonction est continue, de classe C! sauf éventuellement en na, et donc S,, est a densité, de densité
(en utilisant une dérivée de fonctions composées) :

1 1 - n—1 x—na 1 — _Xx—na .
fs, (x) = (n—l)!b(x bna) e sixelnao] _ ) gy (Fma)" e T six lna oo
0

sinon 0 sinon

4. On cherche la fonction de répartition d’un minimum : Soit x € R. Si x < g, alors il est clair que P(Y; <
a) = 0. Supposons donc x > a.



Ona

P(Y, <x)=1—-P(Y, > x)

n
:1—P<ﬂXi>x>
i=1

n
=1- H(l — F(x)) par indépendance
i=1

=1— (f%)n

X—a

:\q-—‘

—1-¢
Donc Y}, suit une loi exponentielle de parametres a et % Onadonc E(Y,) =a+ % et V(Yy) = b—i

5. (a) Le biais de Y, en tant qu’estimateur de a est donc b(Y;) = E(Y,) —a = b

o
Par la formule de décomposition biais-variance du risque quadratique, on a

b2

r(Yn) = V(Yy) +b(Yn)?* = 2.

(b) Siune variable Z admet un moment d’ordre 2, alors 1'inégalité de Markov peut s’écrire pour tout
a>0:

1
P(|Z| = a) < ;ZE(Z2).
Le biais de Y}, tend bien vers 0, et donc (Y;) est une suite d’estimateurs de a asymptotiquement

sans biais.

De plus, son risque quadratique tend vers 0, et donc elle est convergente.

6. (a) On a, par linéarité,

1 1 b n-1
E(Zn) = EE(S;q) — E(Yn> = En(a_f_b) —a— E — - b.

Donc le biais de Z,, comme estimateur de b est

b(Zy) = E(Zy) — b = —%.

(b) D’apres le préliminaire,

1 o2
V(Zy) = V(Sy/n) 4+ V(Y,) —2Cov(S,/n,Y,) = ﬁnbz + 5 = - Cov(Su, Ya).

Apres simplification, on retrouve bien le résultat demandé.

(c) D’apres le préliminaire, on sait que

2
| Cov (S, Ya)| < \/V(Sn)V (Y) = \b/ﬁ

Donc 5 5 5
2b 2b b
V(Z,) < —+—F—=+——>0
n?2  nyn n onoe

(Zy) est clairement asymptotiquement sans biais, et donc 7(Z,) = V(Z,) + b(Z,)?> — 0 quand
n — oo. Donc (Z,) est convergente.



7. (a) Onadong, si tous les x; sont supérieurs a a :

X"—ﬂ

"1
L(a,Db) :er* b
i=1 b

1 T x;—a
_bnexp<2— lb >

i=1
1 exp [ = Y xi—na
b" b

On retrouve bien la fonction L, avec S =}/ ; xj et A = min(xy,...,X,).

(b) L'estimation de a par Yy en (x1,...,x,) estmin(xy,...,x,) = A.

L'estimation de b par Z, en (x1,..., %) est 1(xq + -+ +x,) —min(xy,...,x;) = 15— A.
Donc les estimations de a et b par Y;, et Z, correspondent aux coordonnées du point ol1 L, atteint

son maximum.
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